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1. [6 Punkte] In dieser Aufgabe betrachten wir die Matrix

2 11
A= |1 2| € R,
121

a) [2.5 Punkte] Berechnen Sie die Eigenwerte und zugehorige Eigenvektoren von A.
b) [1 Punkt] Bestimmen Sie eine orthonormierte Basis zu A aus den Eigenvektoren.

¢) [2.5 Punkte] Berechnen Sie die Matrix

N
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2. [6 Punkte] Gegeben seien

1 -2 -14 3
A= — 8 —19], b= |3].
15
20 —10 3

a) [1 Punkt] Geben Sie die Normalgleichungen fiir die Matrix A und den Vektor b an.

b) [2 Punkte] Berechnen Sie die Singulidrwerte von A.
Hinweis: Die Singulirwerte enthalten keine Wurzeleintriige. Dies gilt auch fiir die Matrizen
U und V in Teilaufgabe c). Falls Sie sich bei b) verrechnet haben, konnen Sie bei ¢) mit den

Werten 2 und 1 rechnen.

c) [7 Iunl\te] Berechnen Sie die Singuldrwertzerlegung von A an, also A = ULV T, wobei
Y eR?

d) [1Punkt] Bestimmen Sie ein z sodass || Az — b[|, = min, g2 | Av — b||, gilt.
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3. [6 Punkte] Gegeben sei die Matrix

a) [1.5 Punkte] Finden Sie «, 3 € R, so dass die Spaltenvektoren von

A orthogonal sind.

Im Folgenden seien v und 3 nun wie in Teilaufgabe a).
b) [3.5 Punkte] Geben Sie eine QR-Zerlegung von A an.

Hinweis: Leider lisst sich hier v/2 nicht vermeiden...

¢) [1 Punkt] Berechnen Sie |det(A)].
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4. [6 Punkte] Sei P; der reelle Vektorraum der Polynome auf R vom Grad strikt kleiner als 3. Im

— n
~ a-- ] ¢ Z
Folgenden betrachten wir die Mengen 7' oM N ’

By = {1,2,2*} C Ps,
By={r—-12 l..z‘gfl}‘i_:‘ﬁ;

sowie die Abbildung F: Py — P4, die fiir alle p €

3, ¢ € R durch

r1
[Fp)(z) = p(z) — (/ A//)’(!/)fl!/> x
JO

gegeben ist (wobei p' hier wie gewohnt die Ableitung von p bezeichnet).
o e e k-
a) [1 Punkt] Zeigen Sie, dass F eine lineare Abbildung ist.

b) [1.5 Punkte] Bestimmen Sie die Abbildungsmatrix F, durch die F beschrieben wird, wenn
wir die Basis B, in P; verwenden.

c) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass B, eine Basis von P ist.

d) [1.5 Punkte] Bestimmen Sie die Transforma ix 7 fiir den Basiswechsel von B35 nach
B, (T uberfiihrt also Koordinaten beziiglich B, in Koordinaten beziiglich ;).
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5. [6 Punkte] Sei A € R™" symmetrisch mit det(A) < (. Zeigen Sie folgenden Aussagen: NG
[ | e symmetrisc det(A) eigen Sie folgenden Aussage 2{(/\_\_ g A\9 ‘L&Zkg

a) [1 Punkt] Mindestens ein Eigenwert von A ist strikt negativ.

b) [2 Punkte] Es gibtein z € R", so dass 2T Az < 0.

¢) [3 Punkte] Die Aussagen in a) und b) gelten auch fiir Matrizen, die nicht symmetrisch sind.
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